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亚纯函数差分算子与分担值

曾翠萍
（广东金融学院应用数学系，广东 广州 ５１０５２１）

摘　要：研究了涉及差分算子分担值的亚纯函数唯一性问题。证明了亚纯函数族中两个一般形式的差分算子分
担一个值的唯一性定理。
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　　本文采用通常的Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论中的记号，参
见文献 ［１］。特别地，对于一个非常数亚纯函数

ｆ，记Ｎ（２（ｒ，
１
ｆ－ａ）为 ｆ－ａ的重零点的计数函数；

Ｎ１）（ｒ，
１
ｆ－ａ）为 ｆ－ａ的简单零点的计数函数；记

Ｎ２（ｒ，
１
ｆ－ａ）＝Ｎ（ｒ，

１
ｆ－ａ）＋Ｎ（２（ｒ，

１
ｆ－ａ）。

设ｆ是复平面上的一个亚纯函数，ｃ是非零复
数。我们称ｆ（ｚ＋ｃ）为ｆ的平移，称Δｃｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ＋
ｃ）－ｆ（ｚ）和Δｎｃｆ（ｚ）＝Δｃ（Δ

ｎ－１
ｃ ｆ（ｚ）），ｎ≥２分别为ｆ

的一阶差分和ｎ阶差分。特别地，给出函数ｆ的差
分算子的一般形式

Ｆｆ（ｚ）＝ｍ１ｆ（ｚ＋ｃ１）＋ｍ２ｆ（ｚ＋ｃ２）＋
… ＋ｍｋｆ（ｚ＋ｃｋ） （１）

其中ｋ为正整数，ｍｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）为复数，ｃｉ（ｉ＝
１，２，…，ｋ）为互异的有穷复数。显然，平移及一阶
差分、ｎ阶差分均为 （１）的特殊形式。
１９９４年，仪洪勋［２］证明了下面两个定理：

定理Ｂ［２］　设 ｆ和 ｇ为两个整函数，满足 ｆ（ｋ）

和ｇ（ｋ）ＣＭ分担１，如果

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＜（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）

其中０＜λ＜１，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，则

ｆ（ｋ）ｇ（ｋ）≡１或ｆ≡ｇ。

定理 Ｃ［２］　设 ｆ和 ｇ为两个亚纯函数，满足

ｆ（ｋ）和ｇ（ｋ）ＣＭ分担１，ｆ和ｇＣＭ分担∞。若

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（ｋ＋２）Ｎ（ｒ，ｆ）＜（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）

其中０＜λ＜１，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，则

ｆ（ｋ）ｇ（ｋ）≡１或ｆ≡ｇ。

２００６年，Ｈａｌｂｕｒｄ和 Ｋｏｒｈｏｎｅｎ［３－４］建立了一系

列关于亚纯函数差分算子的对数导数引理和 Ｎａ

ｖａｎｌｉｎｎａ定理。这使得原来涉及导数分担值的唯一

性问题相应地可以转化为涉及差分分担值问题。近
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年来也涌现了一批相关的结果［５－８］。很自然地，我

们会问：若将定理Ｂ和定理Ｃ中ｋ阶导数分担值换
成ｋ阶差分分担值，结论是否仍然成立？我们证明
了更一般的结论。

１　主要结果
定理１　设ｆ和ｇ为两个有穷级亚纯函数，Ｆｆ和

Ｆｇ分别是 ｆ和 ｇ的非常数差分算子。如果 Ｆｆ和
ＦｇＣＭ分担１，ｆ和ｇＣＭ分担∞，且

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋（５ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）

＜（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）
其中０＜λ＜１，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，则
ＦｆＦｇ≡１或Ｆｆ≡Ｆｇ。

作为定理１的特殊情形，我们得到以下三个推
论。

推论１　设ｆ和ｇ为两个有穷级整函数。如果ｆ
和ｇ的非常数差分算子Ｆｆ和ＦｇＣＭ分担１，且

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＜（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）

其中０＜λ＜１，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，则
ＦｆＦｇ≡１或Ｆｆ≡Ｆｇ。

推论２　设ｆ和 ｇ为两个有穷级亚纯函数。如
果ｆ和 ｇ的非常数 ｋ阶差分算子 Δｋｃｆ（ｚ）和 Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）

ＣＭ分担１，ｆ和ｇＣＭ分担∞，且

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋（５ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＜

（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）
其中０＜λ＜１，Ｔ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，ｇ）｝，则
Δｋｃｆ（ｚ）Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）≡１或Δ

ｋ
ｃｆ（ｚ）≡Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）。

推论３　设ｆ和ｇ为两个有穷级整函数。如果ｆ
和ｇ的非常数 ｋ阶差分算子 Δｋｃｆ（ｚ）和 Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）ＣＭ

分担１，且

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＜（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ）

其中 ０＜λ ＜１，Ｔ（ｒ） ＝ｍａｘ｛Ｔ（ｒ，ｆ），Ｔ（ｒ，
ｇ）｝，则Δｋｃｆ（ｚ）Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）≡１或Δ

ｋ
ｃｆ（ｚ）≡Δ

ｋ
ｃｇ（ｚ）。

例１　设ｆ（ｚ）＝２ｚ＋３，ｇ（ｚ）＝３ｚ＋２，ｃ＝１。则
Ｆｆ＝ｆ（ｚ＋１）－ｆ（ｚ）＝２，Ｆｇ ＝ｇ（ｚ＋１）－ｇ（ｚ）＝３
　　例２　设ｆ（ｚ）＝ｅｚ＋２ｚ，ｇ（ｚ）＝ｅ２ｚ＋ｚ，ｃ＝２πｉ。
则

Ｆｆ＝ｆ（ｚ＋２πｉ）－ｆ（ｚ）＝４πｉ，
Ｆｇ ＝ｇ（ｚ＋２πｉ）－ｇ（ｚ）＝２πｉ

从上述两例容易看出Ｆｆ和Ｆｇ均为常数，且满足Ｆｆ
和ＦｇＣＭ分担１，但ＦｆＦｇ≡１和Ｆｆ≡Ｆｇ均不成立。

此例说明定理１中 “Ｆｆ和Ｆｇ是ｆ和ｇ的非常数差
分算子”这一条件是必需的。

２　若干引理
为了证明定理１，我们需要下列引理。
引理 １［９］　设ｆ（ｚ）是有穷级亚纯函数，ｃ是非

零复数，则

ｍ（ｒ，ｆ（ｚ＋ｃ）ｆ（ｚ） ）＝Ｓ（ｒ，ｆ），

ｍ（ｒ， ｆ（ｚ）ｆ（ｚ＋ｃ））＝Ｓ（ｒ，ｆ）

　　引理２　设ｆ和 ｇ为两个有穷级亚纯函数。如
果两个非常数差分算子Ｆｆ和ＦｇＣＭ分担１，则下面
的 （ｉ）式或 （ｉｉ）式必有一个成立。

（ｉ）Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｔ（ｒ，Ｆｇ）≤２｛Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，

Ｆｇ）｝＋Ｎ２（ｒ，
１
Ｆｆ
）＋Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｇ
）＋Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｆ－１

）＋

Ｓ（ｒ）；

（ｉｉ） １
Ｆｆ－１

＝ ａ
Ｆｇ－１

＋ｂ

其中ａ（≠０），ｂ是复数，Ｓ（ｒ）＝ｍａｘ｛Ｓ（ｒ，ｆ），Ｓ（ｒ，
ｇ）｝。

证明　设

φ（ｚ）＝
Ｆｆ″
Ｆｆ′
－２

Ｆｆ
Ｆｆ－１

－
Ｆｇ″
Ｆｇ′
＋２

Ｆｇ
Ｆｇ－１

（２）

下面分两种情况讨论。

情况 １　φ（ｚ）≡０。由于Ｆｆ和 Ｆｇ是非常数的

差分算子，经计算易得
１

Ｆｆ－１
＝ ａ
Ｆｇ－１

＋ｂ，其中

ａ（≠０），ｂ是复数。故 （ｉｉ）式成立。
情况２　φ（ｚ）０。如果ｚ０是Ｆｆ－１和Ｆｇ－１

的公共简单零点，则将它们在 ｚ０处的泰勒展式代
入 （２）式，经计算知 ｚ０是 φ（ｚ）的零点。于是，
结合引理１的结论有

Ｎ１）（ｒ，
１

Ｆｆ－１
）＝Ｎ１）（ｒ，

１
Ｆｇ－１

）≤Ｎ（ｒ，１φ
）≤

Ｔ（ｒ，φ）＋Ο（１）≤Ｎ（ｒ，φ）＋Ｓ（ｒ） （３）
又由于Ｆｆ和ＦｇＣＭ分担１，从 （２）式可知φ（ｚ）的
极点只可能产生在ｆ和ｇ的极点或Ｆｆ′和Ｆｇ′的零点
中。因此有

Ｎ（ｒ，φ）≤Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，Ｆｇ）＋Ｎ（２（ｒ，
１
Ｆｆ
）＋

Ｎ（２（ｒ，
１
Ｆｇ
）＋Ｎ０（ｒ，

１
Ｆｆ′
）＋Ｎ０（ｒ，

１
Ｆｆ′
） （４）

其中计数函数Ｎ０（ｒ，
１
Ｆｆ′
）包含 Ｆｆ′的零点但不包含

７５
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Ｆｆ－１和Ｆｆ的零点。Ｎ０（ｒ，
１
Ｆｇ′
）的意义相同。

由第二基本定理，有

Ｔ（ｒ，Ｆｆ）≤Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
Ｆｆ
）＋

Ｎ（ｒ， １
Ｆｆ－１

）－Ｎ０（ｒ，
１
Ｆｆ′
）＋Ｓ（ｒ，Ｆｆ）；

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）≤Ｎ（ｒ，Ｆｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
Ｆｇ
）＋

Ｎ（ｒ， １
Ｆｇ－１

）－Ｎ０（ｒ，
１
Ｆｇ′
）＋Ｓ（ｒ，Ｆｇ） （５）

注意到

Ｎ（ｒ， １
Ｆｆ－１

）＋Ｎ（ｒ， １
Ｆｇ－１

）＝

２Ｎ（ｒ， １
Ｆｆ－１

）≤Ｎ１）（ｒ，
１

Ｆｆ－１
）＋Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｆ－１

）

（６）
结合 （３） －（６）式，有
Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｔ（ｒ，Ｆｇ）≤２｛Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，Ｆｇ）｝＋

Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＋Ｎ（ｒ，１Ｆｇ

）＋Ｎ（２（ｒ，
１
Ｆｆ
）＋Ｎ（２（ｒ，

１
Ｆｇ
）＋

Ｎ２（ｒ，
１

Ｆｆ－１
）＋Ｓ（ｒ）≤２｛Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，Ｆｇ）｝＋

Ｎ２（ｒ，
１
Ｆｆ
）＋Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｇ
）＋Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｆ－１

）＋Ｓ（ｒ）

故 （ｉ）式成立。引理２证毕。

３　定理的证明
根据定理 １的条件，由引理 ２可知其中 （ｉ）

式和 （ｉｉ）式必有一个成立。下面分两种情形讨论。
情况１　引理２中的 （ｉ）式成立。由引理１有

ｍ（ｒ，１ｆ）＝ｍ（ｒ，
Ｆｆ
ｆ·
１
Ｆｆ
）≤ｍ（ｒ，１Ｆｆ

）＋Ｓ（ｒ，ｆ）

又

Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＝Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋ｍ（ｒ，Ｆｆ）≤
ｋＮ（ｒ，ｆ）＋ｍ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）＝
Ｔ（ｒ，ｆ）＋（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）

结合上述两式，有

Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＝Ｔ（ｒ，１Ｆｆ

）－ｍ（ｒ，１Ｆｆ
）≤

Ｔ（ｒ，Ｆｆ）－ｍ（ｒ，
１
ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

Ｔ（ｒ，ｆ）＋（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）－ｍ（ｒ，１ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ）≤

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ，ｆ） （７）

下面从另一角度给出Ｎ（ｒ，１Ｆｇ
）的估计。

Ｎ（ｒ，１Ｆｇ
）＝Ｔ（ｒ，１Ｆｆ

）－ｍ（ｒ，１Ｆｇ
）≤

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）－ｍ（ｒ，
１
ｇ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）≤

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）－Ｔ（ｒ，
１
ｇ）＋Ｎ（ｒ，

１
ｇ）＋Ｓ（ｒ，ｇ）≤

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）－Ｔ（ｒ，ｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋Ｓ（ｒ，ｇ） （８）

由引理２的 （ｉ）式并结合 （７）式和 （８）式得
Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｔ（ｒ，Ｆｇ）≤２｛Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，Ｆｇ）｝＋

Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＋Ｎ（ｒ，１Ｆｇ

）＋Ｎ（ｒ， １
Ｆｆ－１

）＋Ｓ（ｒ）≤

２｛Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｎ（ｒ，Ｆｇ）｝＋Ｎ（ｒ，
１
ｆ）＋（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）－Ｔ（ｒ，ｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＋Ｓ（ｒ）

从而有

Ｔ（ｒ，ｇ）≤２ｋ｛Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，ｇ）｝＋Ｎ（ｒ，１ｆ）＋

（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｎ（ｒ，１ｇ）＋Ｓ（ｒ）

再结合ｆ和ｇＣＭ分担∞，得

Ｔ（ｒ，ｇ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（５ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ） （９）
因为 Ｆｆ和 ＦｇＣＭ分担 １，故引理 ２（ｉ）式中的

Ｎ２（ｒ，
１

Ｆｆ－１
）可以替代为 Ｎ２（ｒ，

１
Ｆｇ－１

）。类似地，

可得

Ｔ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（５ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ） （１０）
由 （９）式和 （１０）式有

Ｔ（ｒ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（５ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ）
结合定理１的条件有Ｔ（ｒ）≤（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ），矛
盾。

情况２　引理２中的 （ｉｉ）式成立。显然
Ｔ（ｒ，Ｆｆ）＝Ｔ（ｒ，Ｆｇ）＋Ο（１） （１１）

引理２中的 （ｉｉ）式可改写为

Ｆｆ＝
（ｂ＋１）Ｆｇ＋（ａ－ｂ－１）

ｂＦｇ＋（ａ－ｂ）
（１２）

其中ａ（≠０），ｂ是复数。下面再分三种情况讨论：
①ｂ≠０，－１。
如果ａ－ｂ－１≠０，那么由 （１２）式有

Ｎｒ，１Ｆ( )
ｆ
＝Ｎ ｒ，

１

Ｆｇ＋
ａ－ｂ－１
ｂ＋







１

（１３）

８５
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由第二基本定理及 （７）、（８）和 （１３）式，得

Ｔ（ｒ，Ｆｇ）≤Ｎ（ｒ，Ｆｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
Ｆｇ
）＋

Ｎ（ｒ， １

Ｆｇ＋
ａ－ｂ－１
ｂ＋１

）＋Ｓ（ｒ，Ｆｇ）≤

Ｎ（ｒ，Ｆｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
Ｆｇ
）＋Ｎ（ｒ，１Ｆｆ

）＋Ｓ（ｒ，ｇ）≤

ｋＮ（ｒ，ｇ）＋Ｔ（ｒ，Ｆｇ）－Ｔ（ｒ，ｇ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

Ｎ（ｒ，１ｆ）＋（ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ） （１４）

结合ｆ和ｇＣＭ分担∞，有

Ｔ（ｒ，ｇ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（２ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ） （１５）
另一方面，在 （１４）式的推算中交换 （７）、 （８）
两式的运用，再结合 （１１）式可得

Ｔ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋

（２ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ） （１６）
由 （１５）、（１６）式并结合定理１的条件有Ｔ（ｒ）≤
（λ＋ο（１））Ｔ（ｒ），矛盾。

如果ａ－ｂ－１＝０，则由 （１２）式可得 Ｎ（ｒ，

Ｆｆ）＝Ｎ（ｒ，
１

Ｆｇ＋
１
ｂ

）和Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＝Ｎ（ｒ，１Ｆｇ

）。通过

与上面类似的计算可得

Ｔ（ｒ，ｇ）≤Ｎ（ｒ，１ｇ）＋２ｋＮ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ）

和

Ｔ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋２ｋＮ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ）

同理，由定理 １的条件可得 Ｔ（ｒ）≤ （λ＋
ο（１））Ｔ（ｒ），也矛盾。

②ｂ＝－１。
则 （１２）式改写为

Ｆｆ＝
－ａ

Ｆｇ－（ａ＋１）
（１７）

如果ａ＋１≠ ０，则由 （１７）式可知 Ｎ（ｒ，Ｆｆ）＝

Ｎ（ｒ， １
Ｆｇ－（ａ＋１）

）和 Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＝Ｎ（ｒ，Ｆｇ）。应用

第二基本定理及类似情况２中的①的讨论，得

Ｔ（ｒ，ｇ）≤Ｎ（ｒ，１ｇ）＋２ｋＮ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ）

和

Ｔ（ｒ，ｆ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）＋（２ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ）

　 　 由 定 理 １条 件 也 得 到 Ｔ（ｒ）≤ （λ ＋
ο（１））Ｔ（ｒ），矛盾。

如果ａ＋１＝０，则由 （１７）式可得ＦｆＦｇ≡１。
　　③ｂ＝０。

（１２）式改写为

Ｆｆ＝
Ｆｇ＋（ａ－１）

ａ （１８）

如果ａ－１≠ ０，则由 （１８）式可知 Ｎ（ｒ，１Ｆｆ
）＝

Ｎ（ｒ， １
Ｆｇ＋（ａ－１）

）。应用第二基本定理及类似情

况２中的①的讨论，得Ｔ（ｒ）≤Ｎ（ｒ，１ｆ）＋Ｎ（ｒ，
１
ｇ）

＋（２ｋ－１）Ｎ（ｒ，ｆ）＋Ｓ（ｒ），这与定理１条件矛盾。
如果ａ－１＝０，则由 （１８）式有Ｆｆ≡Ｆｇ。
定理１证毕。
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